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SOLUȚII 

Problema1 

a)Fie � ∈ P  și considerăm � ∈ P  definit prin 7��������� + 3�
������� = 10��������� care revine la 7���������� − ���������� = 3���������� − �
��������  sau  �������� = �
� 
������� .Ultima relație arată că  � ∈ ��
�   și P este 

punct fix. Construcția punctului �′ ∈ P  este definită de egalitatea  ��′���������� = 10��������� − 8��������� =2�5��������� − 4����������. În sfârșit , considerăm punctul  � ∈ P   prin 5��������� − 4��������� = ���������  sau  5���������� − ���������� = 4���������� − ����������   ↔   5�������� = 4��������  . Rezultă că punctele Q,P,C sunt coliniare 

și Q este punct fix, � ∈ ����, � 
 ! = "

#   și  ��′���������� = 2 ∙ ���������  .Ultima egalitate arată că �, �% 
sunt coliniare cu punctul fix Q 

Din ��′���������� = 2 ∙ ���������  obținem  ��������� + ��′��������� = 2���������  sau  ��������� = −��′��������� .În concluzie, & = −1 
și punctul M’ este simetricul punctului M față de Q pentru orice alegere a punctului M în 
plan. Deci A’ , B’ , C’ sunt simetricele punctelor A,B respectiv C față de punctul fix Q.(fig.1) 
 
b) Observăm că pentru ', (, ) ∈ �0,1� sau  ', (, ) ∈ �1, ∞� rezultă  +,-.( > 0, +,-0) > 0,+,-1' > 0 și �+,-.(��+,-0)��+,-1'� = 1. 
 
Notăm 

S=∑                        3                  
�4567184569.�∙456:;0 = ∑ 4567;.<=>?978 <=>?:9

= ∑ �4567;.��45690��456:1�
456:1845690 =

∑ 4567@.
456:1845690 .Folosind inegalitatea lui Bergstrom obținem: 

 

A +,-0B'+,-.) + +,-1(  ≥ �+,-0' + +,-.) + +,-1(�B
2�+,-0' + +,-.) + +,-1(� = +,-0' + +,-.) + +,-1(2  

 
Din inegalitatea mediilor obținem 

S≥ 4567.8456:1845690
B  ≥ �

B D�+,-0'��+,-.)��+,-1(�; =
�
B 

 
 
 
 
 

 
 



Problema 2.Prelucrăm egalitatea și obținem 

E�F + G� = E�F� + E�G� + 13 �3FBG + 3FGB + F� + G�� − F�
3 − G�

3  

 

sau E�F + G� − �H8I�;
� = E�F� − H;

� + E�G� − I;
�  

 

Notăm -�F� = E�F� − H;
�  și ecuația funcțională devine: 

 -�F + G� = -�F� + -�G� , F ∈ Q, G ∈ Q    (1) 
Observăm că pentru y=0 obținem -�F� = -�F� + -�0�,de unde -�0� = 0 
Dacă G = −F atunci -�0� = -�F� + -�−F� sau -�−F� = −-�F�. Conform ultimei relații, este 
suficient să determinăm forma funcției pentru F > 0. 
În relația (1) punem G = F și avem -�2F� = 2-�F� și inductiv -�JF� = J-�F� , ∀F ∈ Q. 

Pentru F = L
M  , N, J ∈ N, J ≠ 0⇒- PJ ∙ L

M Q = J ∙ - PL
M Q sau  - PL

M Q = 6�L�
M .  

Dar  -�N� = -�N ∙ 1� = N ∙ -�1�.În concluzie - PL
M Q = L

M -�1�, ∀N, J ∈ N, J ≠ 0 

Pentru F < 0 → -�F� = −-�−F� = −�−F ∙ -�1�� = F ∙ -�1�. Notăm -�1� = ) ∈ R și forma 

funcției  -�F� = F ∙ ) , ∀F ∈ Q. Funcțiile f sunt E�F� = H;
� + ) ∙ F. 

Arătăm că pentru orice ) ∈ R   funcțiile verifică relația funcțională: �F + G��
3 + )�F + G� = F�

3 + )F + G�
3 + )G + �FBG + FGB� 

 
 
Problema 3. 

Notăm  +,-33�7H + 4� = ' și  +,-��11I − 4� = (  și obținemT7H + 4 = 11.
11I − 4 = 70

' < (  

Prin adunarea primelor două relații rezultă că 7H + 11I = 11. + 70, unde ' < (   (1) 

Analog, notăm +,-B��13I + 10� = )  și  +,-3��23H − 10� = U sauT13I + 10 = 231
23H − 10 = 13V

) > U  

Prin adunare avem egalitatea 13I + 23H = 13V + 231  , unde  ) > U  (2) 
Presupunem prin reducere la absurd că F ≥ G 
Din relația (1) rezultă 7H + 11H ≥ 7H + 11I = 11. + 70 > 11. + 7. de unde F > ' și folosind 

7H + 4 = 11. avem 7H + 4 < 11H ↔ P �
33QH + 4 P 3

33QH < 1 . Pentru că funcția 

 E�F� = P �
33QH + 4 P 3

33QH
 este strict descrescătoare și E�1� = 1 obținem F > 1 

Din relația (2) și F ≥ G rezultă 13H + 23H ≥ 13I + 23H = 13V + 231 > 13V + 23V ,deci F > U 

Pentru ca F > U și23H − 10 = 13V  rezultă   23H − 10 < 13H  ↔   1 < P3�
B�QH + 10 ∙ P 3

B�QH
. 

Cum funcția -�F� = P3�
B�QH + 10 ∙ P 3

B�QH
este strict descrescătoare și -�1� = 1 obținem 1 > F, 

contradicție. Presupunerea este falsă, rămâne că F < G. 
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