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SOLUTIT
Problemal

a)Fie M € 7 si consideram P € 7 definit prin 7MA + 3MB = 10MP care revine la

7(MA — MP) = 3(MP — MB) sau PA = %ﬁ .Ultima relatie arati ci P € (AB) siP este
punct fix. Constructia punctului M' € 7 este definita de egalitatea MM’ = 10MP — 8MC =
Z(SW) — 4W) In sfarsit , consideram punctul Q € 2 prin SMP — 4MC = W sau
5(MP —MQ) = 4(MC - MQ) o 5QP = 4QC . Rezulti cd punctele Q,P,C sunt coliniare
si Q este punct fix, P € (QC), % = % si MM =2- M—(j .Ultima egalitate aratd ca M, M’
sunt coliniare cu punctul fix Q

Din MM’ = 2 M—(j obtinem W + Q—M’) = 2M—(j sau Q—M = —Q—M') In concluzie, a = -1
si punctul M’ este simetricul punctului M fata de Q pentru orice alegere a punctului M in
plan. Deci A’ , B’ , C’ sunt simetricele punctelor A,B respectiv C fatd de punctul fix Q.(fig.1)

b) Observam ca pentru a, b, ¢ € (0,1) sau a,b,c € (1, ) rezulta log,b > 0, log,c > 0,
log.a > 0si (log,b)(logyc)(log.a) = 1.

Notam
_y 1 _y logia 5 (logga)(logcb)(logqc)
= dnnd3h 1 1 — —
(logpc+logca)loggb logcb+logac loggc+logcb
logpa o . .
Z — — .Folosind inegalitatea lui Bergstrom obtinem:
loggc+logcb ’

logia - (logpa + log,c + log.b)? _logya+loggc +log.b
logac + log.h = 2(logya + log,c + log.b) 2

Din inegalitatea mediilor obtinem

logpa+loggc+logch
52 S =Ra 20 > 2 Tog, @) (ogac) logcb)=




Problema 2.Prelucram egalitatea si obtinem
3
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Notam g(x) = f(x) — x? si ecuatia functionala devine:

gx+y)=gx)+9»),xe @ye @ (1)
Observam ca pentru y=0 obtinem g(x) = g(x) + g(0),de unde g(0) =0
Daca y = —x atunci g(0) = g(x) + g(—x) sau g(—x) = —g(x). Conform ultimei relatii, este
suficient sa determindm forma functiei pentru x > 0.
In relatia (1) punem y = x si avem g(2x) = 2g(x) si inductiv g(nx) = ng(x) ,vx € Q.

m m m m g(m)
Pentrux=;,m,nENn¢ 0:,&g(n-;) =n-g(;) sau g(z) ==
Dar g(m) = g(m-1) = m- g(1).In concluzie g (%) = mg(l),‘v’m,n ENNn+0

n

Pentrux < 0 - g(x) = —g(—x) = —(—x . g(l)) =x-g(1).Notam g(1) = ¢ € Rsi forma
3

functiei g(x) = x - c,Vx € . Functiile f sunt f(x) = x? +c-x.

Aratam ca pentru orice ¢ € R functiile verifica relatia functionala:

x + v)3 3 3
%+c(x+y) =?+cx+y?+cy+(x2y+xy2)
Problema 3.
7%+ 4 =11°
Notam log,1(7* +4) = asi log,(11Y —4) = b si obtinem{11Y — 4 = 7P
a<b
Prin adunarea primelor dou relatii rezultd ca 7* + 11¥ = 114+ 7°,unde a < b (1)
13Y + 10 = 23°¢
Analog, notdm log,3(13Y + 10) = ¢ si log,3(23* — 10) = d sauj23* — 10 = 13¢
c>d

Prin adunare avem egalitatea 13¥ + 23* = 13% + 23° ,unde ¢ > d (2)
Presupunem prin reducere la absurd ca x > y
Din relatia (1) rezultd 7% + 11* > 7% + 11¥ = 11% + 7 > 11% 4+ 7% de unde x > a si folosind

pe a pe X 7 x 1 x = :
7X 4 4=11%vem 7* + 4 < 11* & (—) +4(—) < 1. Pentru ca functia
11 11 ’

7\* 1\* . . .
flx) = (H) +4 (H) este strict descrescatoare si f(1) = 1 obtinem x > 1

Din relatia (2) si x > y rezultd 13* + 23%¥ > 13Y + 23* = 139 + 23¢ > 134 + 239 decix > d

X X
Pentru ca x > d §i23% — 10 = 13¢ rezula 23% —10<13* & 1<(3) +10-(5) .
23 23

13 1

X X
Cum functia g(x) = (E) +10- (Z) este strict descrescdtoare si g(1) = 1 obtinem 1 > x,

contradictie. Presupunerea este falsa, raimane ca x < y.



Fig.1



